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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíèì èç íàèáîëåå àêòèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåì ñ ðàñ-
ïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ñòèìóëèðóþòñÿ ïîÿâëåíèåì
áîëüøîãî ÷èñëà ïðèêëàäíûõ çàäà÷, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóþò
òàêèå îáúåêòû, êàê äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì. Óðàâ-
íåíèÿ òàêîãî òèïà âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â ëàçåðíîé îïòèêå, (Gibbs H.M.,
Hopf F.A., Kaplan D.L., Shoemaker R.L., Ikeda K.) ýëåêòðîòåõíèêå, (Schwarz W.,
Moegel A., Kilias T., Kutzer K.), ðàäèîôèçèêå, (Äìèòðèåâ À.Ñ., Êèñëîâ Â.ß.,
Ëàíäà Ï.Ñ.), ìåäèöèíå, (Ìàð÷óê Ã.È., Ïåòðîâ Ð.Â.), ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîëî-
ãèè, (Ãîðÿ÷åíêî Â.Ä., Êîëåñîâ Þ.Ñ.), òåîðèè íåéðîííûõ ñèñòåì, (Ìàëèíåö-
êèé Ã.Ã., Ìàéîðîâ Â.Â.), ïðè îïèñàíèè ïðîöåññà ðåçàíèÿ ìåòàëëîâ (Ýëüÿñ-
áåðã Ì.Å., Êëóøèí Ì.È.) è äð.

Èçó÷åíèþ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå è áóðíî
óâåëè÷èâàþùååñÿ ÷èñëî ïóáëèêàöèé êàê òåîðåòè÷åñêîãî, òàê è ïðèêëàäíîãî
õàðàêòåðà. Äëÿ ìíîãèõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ çàïàçäûâàíèå, õîðîøî çàðå-
êîìåíäîâàëè ñåáÿ êëàññè÷åñêèå àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, òàêèå êàê ìåòîäû
óñðåäíåíèÿ Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà, ìåòîäû ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå
ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé (Âàñèëüåâà À.Á., Áóòóçîâ Â.Ô.).

Òåì íå ìåíåå, ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâà-
íèåì ÿâíî íåäîñòàòî÷íî. Â ñèëó ïðèíöèïèàëüíîé ñëîæíîñòè ñèñòåì ñ áåñ-
êîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì îñîáóþ çíà÷èìîñòü êàê äëÿ îáùå-
òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ, òàê è äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷
ïðèîáðåòàåò ðàçðàáîòêà íîâûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâà-
íèåì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ

ẋ + x = f(x, x(t − T )), (1)
ẋ + x = f(x, x(t − T ), x(t − T1)) (T1 < T ), (2)

ẋ + x = f(

0
∫

−T

x(t + s)dr(s)). (3)

Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì òàêèõ óðàâíåíèé óäîáíî ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâîC[−T,0]

íåïðåðûâíûõ íà [−T, 0] ôóíêöèé ñî ñòàíäàðòíîé íîðìîé. Â ýòîì ñìûñëå ýòè
óðàâíåíèÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå îáûêíîâåííîãî ñêàëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü T = 0.

Çàìå÷åíî, ÷òî äàæå íåçíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ
ïðèâîäèò ê êàðäèíàëüíûì èçìåíåíèÿì â äèíàìèêå ñèñòåìû. Ïîýòîìó âîïðîñ
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î äèíàìèêå óðàâíåíèé ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ ðÿäà óðàâíåíèé
(íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ Õàò÷èíñîíà), âñå ýôôåêòû áîëüøîãî çàïàçäûâà-
íèÿ ìîæíî íàáëþäàòü óæå ïðè íåáîëüøèõ åãî çíà÷åíèÿõ. Ïîýòîìó îñîáóþ
âàæíîñòü èìååò èññëåäîâàíèå äèíàìèêè óðàâíåíèé âèäà (1)�(3) ïðè óñëîâèè,
÷òî çàïàçäûâàíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì.

Óðàâíåíèå Ñòþàðòà-Ëàíäàó

ż = (a + b|z|2)z + cz(t − T )

ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì. Êðîìå òîãî, îíî
÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ôèçèêè, òåõíèêè, áèîëîãèè, ìåäèöèíû.
Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îïèñàòü äèíàìèêó óðàâíåíèÿ
Ñòþàðòà-Ëàíäàó ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ. Òàêæå, ðàçâèòûå
â äèññåðòàöèè àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè ëîêàëüíûé àíàëèç äèíàìèêè
óðàâíåíèÿ Ñòþàðòà-Ëàíäàó ñ îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è
ìàëîé äèôôóçèåé (0 < ε ≪ 1):

∂z

∂t
= (a + b|z|2)z + c

1
∫

0

z(t, x + s) dr(s) + ε2d2 ∂2z

∂x2
, z(t, x) = z(t, x + 1).

Öåëü ðàáîòû

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ:

- ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîé äèíà-
ìèêè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì;

- ïðèìåíåíèå ìåòîäèêè äëÿ èçó÷åíèÿ êîíêðåòíûõ âèäîâ óðàâíåíèé;

- èññëåäîâàíèå äèíàìèêè óðàâíåíèÿ Ñòþàðòà-Ëàíäàó, ïðåäñòàâëÿþùåãî
áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé, ìå-
òîä íîðìàëüíûõ ôîðì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
Ðàçðàáîòàí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîé äèíàìèêè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì
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Ðàñøèðåíû è äîïîëíåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îäíèì áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì â ñëó÷àÿõ,
áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêèì.

Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå ñóäèòü î äèíàìèêå óðàâíåíèé ñ äâó-
ìÿ çàïàçäûâàíèÿìè â ñëó÷àÿõ, êîãäà òîëüêî îäíî çàïàçäûâàíèå ÿâëÿåòñÿ
áîëüøèì, îáà çàïàçäûâàíèÿ áîëüøèå îäíîãî ïîðÿäêà, à òàêæå â ñëó÷àå êîãäà
îáà çàïàçäûâàíèÿ âåëèêè, íî îäíî èç íèõ ïî ïîðÿäêó áîëüøå äðóãîãî.

Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó óðàâíåíèé ñ áîëüøèì ëè-
íåéíî è ïåðèîäè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì.

Äëÿ óðàâíåíèÿ Ñòþàðòà-Ëàíäàó èññëåäîâàíà ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà, à òàê-
æå èçó÷åí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ó ýòîãî óðàâíåíèÿ ðåøåíèé
â âèäå áåãóùèõ âîëí.

Èññëåäîâàíà ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà óðàâíåíèÿ Ñòþàðòà-Ëàíäàó ñ ìàëîé
äèôôóçèåé è îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé
ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì â ñëó÷àÿõ, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêèì.

2. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè óðàâíåíèé ñ áîëüøèì çàïàçäûâà-
íèåì.

3. Êëàññèôèêàöèÿ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ
çàïàçäûâàíèÿìè è ñ ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì.

4. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè óðàâíåíèÿ Ñòþàðòà-Ëàíäàó (îáû÷-
íîãî è ñ îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû èìåþò êàê òåîðåòè÷åñêîå, òàê è ïðàê-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå. Îíè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì è òàêæå äëÿ èçó÷åíèÿ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷, íàïðèìåð, ðàäèîôèçèêè, ýëåêòðîíèêè, ëàçåðíîé îïòèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ
êîíôåðåíöèÿõ:

1. XXVI Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, 2004 ã.;
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2. II Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ½Ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè Ï.Ë. ×åáûøåâà
è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì åñòåñòâîçíàíèÿ“, Îáíèíñê,
2004;

3. XXVII Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëîìî-
íîñîâà, Ìîñêâà, 2005;

4. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ", Âîðîíåæ, 2005;

5. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà",
Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2006.

Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ðÿäå ñåìèíàðîâ
êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà, íà ñåìèíàðå ½Ìîäåëèðîâàíèå è èññëåäîâàíèå
íåéðîííûõ ñåòåé“ êàôåäðû êîìïüþòåðíûõ ñåòåé ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà, à òàêæå íà ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìà-
òèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 9 ðàáîò: 4 ñòàòüè, 4 òåçèñà äîêëà-
äîâ è îäíî ó÷åáíîå ïîñîáèå. Èç ðàáîò, âûïîëíåííûõ ñîâìåñòíî, â äèññåðòàöèþ
âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà
ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 40 íàèìåíîâàíèé. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 4 ðèñóíêà
è äâà ïðèëîæåíèÿ.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 110 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû, îáñóæäàåòñÿ àêòóàëü-
íîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî äàííîé
òåìàòèêå.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ëîêàëüíîìó àíàëèçó óðàâíåíèé âèäà (1)�(3) â
îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ â ýòîé ÷àñòè ïðåä-
ñòàâëÿåò èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé ïðè óñëîâèè, êîãäà
çàïàçäûâàíèå T äîñòàòî÷íî âåëèêî.
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Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ îáùèå ñâåäåíèÿ è õîðî-
øî èçâåñòíûå áàçîâûå ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì

ẋ + x = ax(t − T ) + F (x(t − T )). (4)

Êàê è â ñëó÷àå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ óðàâíåíèÿ
(4) èìååò ìåñòî òåîðåìà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.
Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííîå íà íóëåâîì ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ (4)
óðàâíåíèå

ẋ + x = ax(t − T ).

Ïîëîæèì â íåì x = exp(−λt). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå

λ + 1 = ae−λT . (5)

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìåþò
îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå (4) àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâî. Åñëè æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì (5) èìå-
åò êîðåíü λ0 ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, òî íóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (4) íåóñòîé÷èâî.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(4) â ìàëîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
êâàçèïîëèíîì (5) èìååò êîðíè ñ íóëåâîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ (èëè áëèçêîé
ê íóëþ) è íå èìååò ñ ïîëîæèòåëüíîé.

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â äâóõ ñëó÷àÿõ. Âî-ïåðâûõ, óðàâíåíèå (5) ìî-
æåò èìåòü îäèí íóëåâîé êîðåíü, à âñå îñòàëüíûå åãî êîðíè áóäóò èìåòü îò-
ðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Âî-âòîðûõ, (5) ìîæåò èìåòü ïàðó ÷èñòî
ìíèìûõ êîðíåé ±iω0, à âñå îñòàëüíûå êîðíè ëåæàò â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïî-
ëóïëîñêîñòè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà îïèñûâàåòñÿ ïîâåäåíèåì ðåøåíèé
ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ

dz

dτ
= λ1z + dz2.

à âî âòîðîì � ïîâåäåíèåì ðåøåíèé íåëèíåéíîãî êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ
âèäà

dξ

dτ
= λ1ξ + d|ξ|2ξ,

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ äèíà-
ìèêà óðàâíåíèÿ ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì. Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå èçâåñòíûå
ðåçóëüòàòû1 è ïîëó÷åííûå íîâûå ðåçóëüòàòû, ñóùåñòâåííî èõ äîïîëíÿþùèå.

1Êàùåíêî, Ñ.À. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà íîðìàëèçàöèè ê èçó÷åíèþ äèíàìèêè äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ìíîæèòåëåì ïðè ïðîèçâîäíîé / Ñ.À. Êàùåíêî // Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ. � 1989. � Ò. 25. � �8. � C. 1448�1451.
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Îñíîâíîå îòëè÷èå ýòîãî ïàðàãðàôà îò ïðåäûäóùåãî â òîì, ÷òî â óðàâíå-
íèè (4) ïàðàìåòð T = ε−1, ãäå 0 < ε ≪ 1.

Â ïóíêòå 2.1 ñòàâèòñÿ çàäà÷à è ôîðìóëèðóþòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î
äèíàìèêå îáùåãî õàðàêòåðà. Â ïóíêòå 2.2 èññëåäóåòñÿ ðàñïîëîæåíèå êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ëåììà 1. Åñëè |a| < 1, òî íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Âñå ðåøåíèÿ èç íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ
ïðè t → ∞.

Åñëè |a| > 1, òî íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî, è â íåêîòîðîé åãî ôèê-
ñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè íåò óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ.

Ïðè |a| = 1 è ε → 0 ñðàçó áåñêîíå÷íî ÷èñëî êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê ìíèìîé îñè, òàêèì îáðàçîì êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè
èìåþò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü. Äëÿ êîðíåé, ñòðåìÿùèõñÿ ê ìíèìîé îñè,
ïðèâîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû.

Â ïóíêòå 2.3 îïèñûâàåòñÿ äèíàìèêà ïðè çíà÷åíèÿõ a áëèçêèõ ê 1. Ïóñòü
a = 1 + ε2a1. Òîãäà â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äèíàìèêà èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

∂u

∂τ
=

1

2

∂2u

∂r2
+ a1u + f2u

2, u(τ, r + 1) = u(τ, r). (6)

Ðåøåíèÿ (4) è (6) ñâÿçûâàþòñÿ ñâÿçûâàþòñÿ ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû

x(t) = ε2u(ε3t, ε(1 − ε + ε2)t)(1 + o(1)).

Åñëè a = 1 + εpa1 (0 < p < 2), òî âìåñòî îäíîé êðàåâîé çàäà÷è ìû ïîëó-
÷àåì ñåìåéñòâî êðàåâûõ çàäà÷, çàâèñÿùåå îò íåïðåðûâíîãî ïîëîæèòåëüíîãî
ïàðàìåòðà ω:

∂u

∂τ
=

1

2

∂2u

∂r2
+ a1u + f2u

2, u(τ, r) = u

(

τ, r +
2π

ω

)

. (7)

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (4) è (7) ñâÿçûâàþòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêîé ôîðìóëîé

x(t) = εpu(ε3t, ε(ωεp/2−1 + θ(ε) − εp/2ω + o(1))t)(1 + o(1)).

Â ïóíêòå 2.4 óðàâíåíèå èçó÷àåòñÿ ïðè a áëèçêèõ ê−1. Åñëè a = −1−ε2a1,
òî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂u

∂τ
=

1

2

∂2u

∂r2
+ a1u + (f 2

2 + f3)u
3, u(τ, r) = −u(τ, r + 1). (8)

Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñâÿçàíû ñ ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç ðà-
âåíñòâî

x(t) = εu(ε3t, ε(1 − ε + ε2)t)(1 + o(1)).

8



Åñëè a = −1 − εpa1 (0 < p < 2), òî îïÿòü ïîëó÷èì ñåìåéñòâî êðàåâûõ
çàäà÷ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

∂u

∂τ
=

1

2

∂2u

∂r2
+ a1u + (f 2

2 + f3)u
2, u(τ, r) = −u(τ, r +

π

ω
). (9)

Ðåøåíèÿ (4) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ (9) ñëåäóþùèì îáðàçîì

x(t) = εp/2u(ε3t, ε(ωεp/2−1 + θ(ε) − εp/2ω + o(1))t)(1 + o(1)).

Ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïàðàãðàôà ïåðâîé ãëàâû, ñ �3 ïî �6, ïîñâÿùåíû ëî-
êàëüíîé äèíàìèêå óðàâíåíèé ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè âèäà

ẋ + x = ax(t− T ) + bx(t− T1) + f(x, x(t− T ), x(t− T1)), 0 < T < T1. (10)

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (10) â ñëó÷àå, êîãäà îäíî
çàïàçäûâàíèå ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì, à âòîðîå èìååò ïîðÿäîê 1, ò.å. T1 = ε−1,
à ïàðàìåòðû a, b è T êàê-òî ôèêñèðîâàíû. Îòäåëüíî èññëåäóåòñÿ ñèòóàöèÿ,
êîãäà ñëàãàåìîå ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì âõîäèò ñ ìàëûì ìíîæèòåëåì, ò.å.
b = T−qb1. Îïèñàíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû2, à òàêæå ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïóíêòå 3.1 ñîäåðæèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá èññëåäîâàíèè ëîêàëüíîé
äèíàìèêè óðàâíåíèÿ (10).

Â ïóíêòå 3.2 èññëåäóåòñÿ ðàñïîëîæåíèå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ, âûäåëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè. Ââîäÿòñÿ êîíñòàíòû a0(T )
è b0 = b0(T, a).

Ëåììà 2. Ïóñòü a > 1, ëèáî a < a0(T ), ëèáî |b| > b0.. Òîãäà ïðè âñåõ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ ε > 0 â ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîé (íî íå çàâèñÿùåé îò ε)
îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ (10) íåò óñòîé÷è-
âûõ ðåøåíèé.

Ëåììà 3. Ïóñòü |b| < b0, a0(T ) 6 a 6 1. Òîãäà ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ε âñå ðåøåíèÿ (10) èç ìàëîé (íî íå çàâèñÿùåé îò ε) îêðåñòíîñòè íóëÿ
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè âîçíèêàþò ïðè óñëîâèèa0(T ) 6 a 6 1
è b = b0(T, a).

Â ýòîì æå ïóíêòå èçó÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ a0(T ) < a < 1. Ïîëàãàÿ ïàðà-
ìåòð b áëèçêèì ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ, ïîëó÷èì ÷òî ëîêàëüíàÿ äèíàìè-
êà (10) îïèñûâàåòñÿ îäíèì êîìïëåêñíûì ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Åñëè
b = b0 + ε2b1, òî ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

∂u

∂τ
= d1

∂2u

∂r2
+ d2

∂u

∂r
+ d3u + du|u|2, u(τ, r) = u(τ, r + 1). (11)

2Êàùåíêî, Ñ.À. Áèôóðêàöèîííûå îñîáåííîñòè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì
/ Ñ.À. Êàùåíêî // Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � Ò. 40. � �3. � 1999. � Ñ. 567�572.
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Åñëè b = b0 + εpb1 (0 < p < 2), òî ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî êðàåâûõ çàäà÷,
çàâèñÿùåå îò íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà ω

∂u

∂τ
= d1

∂2u

∂r2
+ b1u + du|u|2, u(τ, r) = u

(

τ, r +
2π

ω

)

. (12)

Îòìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ Re d1 > 0. Ôîðìóëà, ïîêàçûâàþùàÿ ñâÿçü ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ (10) è íîðìàëèçîâàííîé ôîðìû, èìååò âèä: äëÿ óðàâíåíèÿ
(11)

x(t) = ε
(

e(ω0ε
−1+θ+Ω−εϕ′(ω0)(θ+Ω))itu(ε3t, εt(1 − εϕ′(ω0)) + ê.ñ.

)

(1 + o(1)),

à äëÿ óðàâíåíèÿ (12)

x(t) = εp/2
(

e(ω0ε
−1+θ0+Ω)tiu(εp+1t, ε(ωεp/2−1 + θ − εp/2ϕ′(ω0))t) + ê.ñ.

)

(1+o(1)).

Â ïóíêòå 3.3 èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíò a áëèçîê ê a0(T )
èëè ê 1. Òîãäà b0 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðà íîðìàëèçîâàííûõ ôîðì ðåç-
êî ìåíÿåòñÿ. Ïóñòü a = 1 + εpa1, b = εpb1 (p > 0). Òîãäà äèíàìèêà èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ (10) îïèñûâàåòñÿ ïîâåäåíèåì ðåøåíèé ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ñ îä-
íèì çàïàçäûâàíèåì

(1 + T )
dξ

dτ
= a1ξ(τ) + b1ξ(τ − εp−1) + f2ξ

2. (13)

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òî, ÷òî ïðè p < 1 ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì.

Ðåøåíèÿ (10) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ (13) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x(t) = εpξ(εp+1τ(1 + o(1))(1 + o(1)).

Åñëè æå a = a0(T )+εpa1, b = εpb1 (p > 0), òî àíàëîã óðàâíåíèÿ (13) èìååò
âèä êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì

dξ

dτ
− Aξ = Bξ(τ − εp−1) + σ1|ξ|

2ξ. (14)

Òàêæå, åñëè p < 1, òî ìû èìååì óðàâíåíèå ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì.
Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10) çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ (14) ñ ïîìîùüþ

ôîðìóëû

x(t) = εp/2
(

ξ(ε2t)eiω0(T )t + ξ(ε2t)e−iω0(T )t
)

(1 + o(1)).

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå (10)
â ñëó÷àå, êîãäà îáà çàïàçäûâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëüøèìè, ðàçëè÷àþùèìèñÿ íà
êîíñòàíòó ÷èñëàìè

T = ε−1, T1 = T (1 + εc), 0 < ε ≪ 1.
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Â ïóíêòå 4.1 ñòàâèòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàòü ëîêàëüíóþ äèíàìèêó, à òàêæå
ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
íóëåâîãî ðåøåíèÿ. Âûäåëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè, àíàëîãè÷íûå ðàññìîò-
ðåííûì â �2. Îíè èìåþò ìåñòî, êîãäà âåëè÷èíà |a + b| áëèçêà ê 1.

Â ïóíêòå 4.2 èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà â ñëó÷àå, áëèçêîì ê êðèòè÷åñêîìó,
ïðè óñëîâèè áëèçîñòè a + b ê 1. Â ïðåäïîëîæåíèè

a = a0 + εpa1, b = b0 + εpb1, a0 + b0 = 1, 1 + a0b0c
2 > 0, 0 < p < 2

ñòðîÿòñÿ óðàâíåíèÿ, èãðàþùèå ðîëü íîðìàëüíûõ ôîðì. Òàêèå óðàâíåíèÿ
èìåþò âèä ïàðàáîëè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è

∂u

∂τ
=

1 + a0b0c
2

2

∂2u

∂r2
+ (a1 + b1)u + f2u

2

ñ íåêîòîðûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ïðè p = 2 îíè èìåþò âèä

u(τ, r) = u(τ, r + 1),

à ïðè 0 < p < 2

u(τ, r) = u(τ, r +
2π

ω
).

Òàêèì îáðàçîì ïðè 0 < p < 2 íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì
êðàåâûõ çàäà÷, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà ω.

Â ïóíêòå 4.3 ðàçáèðàåòñÿ ïîõîæàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà a + b áëèçêî ê −1.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

a = a0 − εpa1, b = b0 − εpb1, a0 + b0 = −1, 1 + a0b0c
2 > 0, 0 < p < 2.

Íîðìàëèçîâàííûå ôîðìû, ïîëó÷àþùèåñÿ â ýòîì ïóíêòå, ïðè p = 2 èìåþò
âèä

∂u

∂τ
=

1 + a0b0c
2

2

∂2u

∂r2
+ (a1 + b1)u + (f 2

2 + f3)u
3, u(τ, r) = −u(τ, r + 1).

Åñëè 0 < p < 2, òî ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî êðàåâûõ çàäà÷

∂u

∂τ
=

1 + a0b0c
2

2

∂2u

∂r2
+ (a1 + b1)u + (f 2

2 + f3)u
3, u(τ, r) = −u(τ, r +

π

ω
),

çàâèñÿùåå îò íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà ω > 0.
Ïóíêò 4.4 ïîñâÿùåí êðèòè÷åñêèì ñëó÷àÿì íà áîëüøèõ ìîäàõ, êîòîðûå

âîçíèêàþò ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé |a + b| < 1 è áëèçîñòè ab ê íåêîòîðîé
êîíñòàíòå β0.

Ïóñòü a = a0 + εpa1, b = b0 + εpb1, |a0 + b0| < 1 è a0b0 = β0. Òîãäà â
êà÷åñòâå íîðìàëèçîâàííîé ôîðìû ìû ïîëó÷èì êîìïëåêñíîå ïàðàáîëè÷åñêîå
óðàâíåíèå (Re d1 > 0)

∂u

∂τ
= d1

∂2u

∂r2
+ d2

∂u

∂r
+ d3u + du|u|2.
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Êðàåâûå óñëîâèÿ ïðè p = 2 èìåþò âèä

u(τ, r) = u(τ, r + 1),

à ïðè 0 < p < 2

u(τ, r) = u(τ, r +
2π

ω
).

Ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ðåøåíèÿ íîðìàëèçîâàííîé ôîðìû è óðàâíåíèÿ (10)
çàïèñûâàåòñÿ êàê

x(t, ε) = εp/2
(

e(ω0ε
−1+Ω+θ0(ε))itu(εp+1t, ε(1 + o(1))t) + ê.ñ.

)

(1 + o(1)).

Íàêîíåö, â ïóíêòå 4.5 êðàòêî ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ

T = ε−1, T1 = T (1 + εqc), 0 < ε ≪ 1, 0 < q < 1,

a = a0 + εp∗a1, b = b0 = εp∗b1.

Çäåñü p∗ íåêîòîðûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç q. Äëÿ ýòîé ñèòóàöèè èññëå-
äóåòñÿ ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ñòðîÿòñÿ îáëàñòè àñèìïòî-
òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè. Â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ, êîòîðûå
çäåñü âîçíèêàþò òîëüêî êîãäà |a| + |b| → 1 ïðè ε → 0, ñòðîÿòñÿ óðàâíå-
íèÿ, èãðàþùèå ðîëü íîðìàëèçîâàííûõ ôîðì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû â ñëó÷àÿõ 0 < q < 1

2 è 1
2 6 q < 1.

Åñëè 1
2 6 q < 1, òî â êà÷åñòâå íîðìàëèçîâàííûõ ôîðì ïîëó÷àþòñÿ íåëè-

íåéíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè èëè àíòèïåðèîäè÷åñêè-
ìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ a0 è b0.

Åñëè 0 < q < 1
2 , òî íîðìàëèçîâàííûå ôîðìû èìåþò âèä ïàðàáîëè÷åñêèõ

íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ äâóìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè ïåðåìåííûìè. Òî÷-
íûé èõ âèä, à òàêæå êðàåâûå óñëîâèÿ çàâèñÿò îò çíàêîâa0 è b0. Òàê, íàïðèìåð,
ïðè a0 > 0, b0 > 0 ïîëó÷àåì

∂u

∂τ
=

a0b0c
2

2

(

∂2u

∂r2
θ2 + 2

∂2u

∂r∂s
θ +

∂2u

∂s2

)

+ (a1 + b1)u + f2u
2,

u(τ, r, s) = u(τ, r + 1, s) = u(τ, r, s + 1).

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà óðàâíåíèÿ (10)
â ñèòóàöèè, êîãäà îáà çàïàçäûâàíèÿ áîëüøèå, ïðîïîðöèîíàëüíûå äðóã äðóãó
âåëè÷èíû:

T =
1

ε
, T1 = (k0 + εαk1)T, 0 < α 6 1, 0 < ε ≪ 1.

Â ïóíêòå 5.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé èððà-
öèîíàëüíîãî çíà÷åíèÿ k0.

12



Äàëåå k0 ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì k0 = m
n . Â ïóíêòå 5.2 îïè-

ñûâàåòñÿ ñèòóàöèÿ a > 0, b > 0. Âûäåëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè è ñòðîÿòñÿ
íîðìàëèçîâàííûå ñëó÷àè. Êàê îêàçûâàåòñÿ, ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî çàâèñÿò
îò çíà÷åíèÿ α. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè α = 1, 1

2 < α < 1, α = 1
2 è

0 < α < 1
2 .

Â ïóíêòå 5.3 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a < 0 è b < 0. Ñèòóàöèÿ 0 < α < 1
ðàçáèðàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Åñëè æåα = 1, òî
ðåçóëüòàòû íåñêîëüêî ìåíÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèÿ a è b, ïðè êîòîðûõ
ðåàëèçóåòñÿ êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé çàâèñÿò îò m è n.

Ïóíêòû 5.4 è 5.5 ïîñâÿùåíû ñèòóàöèÿì a > 0, b < 0 è a < 0, b > 0 ñî-
îòâåòñòâåííî. Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå çäåñü, ïîâòîðÿþò ðåçóëüòàòû ïóíêòà
5.3.

Äâà çàêëþ÷èòåëüíûõ ïóíêòà ýòîãî ïàðàãðàôà ïîñâÿùåíû âûâîäàì è îáîá-
ùåíèÿì. Â ïóíêòå 5.6 äåëàþòñÿ âûâîäû è ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû, îïèñûâàþùèå
ñâÿçü ðåøåíèé ïîñòðîåííûõ íîðìàëèçîâàííûõ ôîðì ñ ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ, à â ïóíêòå 5.7 ïðèâîäÿòñÿ îáîáùåíèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è íà
ñëó÷àé α > 1 è íà ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíòû a è b îòêëîíÿþòñÿ îò êðèòè-
÷åñêèõ çíà÷åíèé íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà εp (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p > 0).

Øåñòîé ïàðàãðàô ïåðâîé ãëàâû ïîñâÿùåí ñèòóàöèè, êîãäà îáà çàïàç-
äûâàíèÿ áîëüøèå, íî ðàçëè÷íûå ïî ïîðÿäêó. Îòäåëüíî òàì æå èçó÷àåòñÿ ñëó-
÷àé, êîãäà ïåðåä ñëàãàåìûì ñ ñàìûì áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì ñòîèò ìàëûé
ìíîæèòåëü.

Â ïóíêòå 6.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

T =
1

ε
, T1 =

1

cε2
, c > 0, 0 < ε ≪ 1.

Íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) òîãäà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî
ïðè |a| + |b| < 1 è íåóñòîé÷èâî ïðè |a| + |b| > 1. Ïðè |a| + |b| = 1 âîçíè-
êàåò êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïîëîæèì

a = a0 + ε2b0a1, b = b0 + ε2b0b1, |a0| + |b0| = 1.

Òîãäà äèíàìèêà (10) îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì íåëèíåéíûì óðàâíåíè-
åì ñ äâóìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè ïåðåìåííûìè. Òî÷íûé âèä òàêèõ óðàâíåíèé
è êðàåâûõ óñëîâèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíàêîâ a0 è b0. Íàïðèìåð, åñëè
a0 > 0, b0 > 0, òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä

∂u

∂τ
=

a0c
2

2b2
0

∂2u

∂s2
+

1

2b2
0

(

1 + 2a0cθ1 + a0c
2θ2

1

) ∂2u

∂r2
+

a0c

b2
0

(1 + cθ1)
∂2u

∂r∂s
+

+ (a1 + b1)u + f2u
2, u(τ, r, s) = u(τ, r + 1, s) = u(τ, r, s + 1).

(15)
Çäåñü θ1 = θ1(ε) ∈ [0, 1) äîïîëíÿåò (cε)−1 äî öåëîãî ÷èñëà.

Â ïóíêòå 6.2 îïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ. Òàì ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ

T1 =
1

ε
, T2 = T1

1

cεq
, c > 0, q > 0.
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a = a0 + εpb0a1, b = b0 + εpb0b1, |a0| + |b0| = 1, 0 < p 6 2q, p 6 2.

Íîðìàëèçîâàííûå ôîðìû, êàê îêàçûâàåòñÿ, çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
p è q è, êàê è ðàíåå, îò çíàêîâ a0 è b0. Òàê, åñëè a0 > 0, b0 > 0, 0 < q < 1,
à p = 2q, òî íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà èìååò âèä óðàâíåíèÿ, òàêîãî æå êàê è
(15), íî ñ äðóãèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

u(τ, r, s) = u(τ, r +
2π

ω
, s) = u(τ, r, s + 1).

Åñëè âûïîëíåíî 0 < q < 1 è 0 < p < 2q èëè q > 1 è 0 < p < 2, òî
íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà äëÿ óðàâíåíèÿ (10) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä
äâóïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà êðàåâûõ çàäà÷, çàâèñÿùåãî îò ïîëîæèòåëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ ω1,2,

∂u

∂τ
=

a0c
2

2b2
0

∂2u

∂s2
+

1

2b2
0

∂2u

∂r2
+

a0c

b2
0

∂2u

∂r∂s
+ (a1 + b1)u + f2u

2, (16)

u(τ, r, s) = u(τ, r +
2π

ω1
, s) = u(τ, r, s +

2π

ω2
). (17)

Íàêîíåö, åñëè q > 1, p = 2, òî ïîëó÷àåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
êðàåâûõ çàäà÷, çàâèñÿùåå îò íåïðåðûâíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà ω.
Óðàâíåíèå çäåñü â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (16), à êðàåâûå óñëîâèÿ
èìåþò âèä

u(τ, r, s) = u(τ, r + 1, s) = u(τ, r, s +
2π

ω
).

Â ïóíêòàõ 6.3 è 6.4 èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå ìàëîãî ìíîæèòåëÿ ïåðåä ñëàãàåìûì
ñ ñàìûì áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì. Â ï. 6.3 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

T =
1

ε
, T1 =

c

ε3
, b = ε2b0, a = a0(1 + ε2a1), c > 0, 0 < ε ≪ 1.

Êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè âîçíèêàþò, êîãäà ïàðàìåòð a0 = ±1. Åñëè a0 = 1, òî
íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà èìååò âèä îäíîãî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà
ñ çàïàçäûâàíèåì è îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

∂u

∂τ
=

1

2

∂2u

∂r2
+ a1u + b0u(τ − c, r + θ1) + f2u

2, u(τ, r) = u(τ, r + 1).

Åñëè a0 = −1, òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä

∂u

∂τ
=

1

2

∂2u

∂r2
+ a1u + b0u(τ − c, r + θ1) + (f 2

2 + f3)u
3, u(τ, r) = −u(τ, r + 1).

Â ïóíêòå 6.4 ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé

T1 =
1

ε
, T2 = T1

c

εq
, b = εpb0, a = a0(1+εpa1), c > 0, q > 0, 0 < p 6 q, p 6 2.
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, åñëè a0 = 1, òî íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ (10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðàåâûõ
çàäà÷ ñ çàïàçäûâàíèåì è îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ñëåäó-
þùåãî âèäà:

∂u

∂τ
=

1

2

∂2u

∂r2
+ a1u + b0u(τ − cεp−q, r + θ1) + f2u

2, u(τ, r) = u(τ, r +
2π

ω
).

Åñëè a0 = −1, òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂u

∂τ
=

1

2

∂2u

∂r2
+a1u+ b0u(τ − cεp−q, r+θ1)+(f 2

2 +f3)u
3, u(τ, r) = −u(τ, r+

π

ω
).

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî åñëè p < q, òî âåëè÷èíà çàïàçäûâàíèÿ ïî τ â ýòèõ
óðàâíåíèÿõ ñòàíîâèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîé.

Â ïàðàãðàôàõ 7 è 8 ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà óðàâíåíèé ñ
ðàñïðåäåëåííûì íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîì îòðåçêå çàïàçäûâàíèåì.Ñåäü-
ìîé ïàðàãðàô ïåðâîé ãëàâû ïîñâÿùåí óðàâíåíèÿì ñ ëèíåéíî ðàñïðåäåëåí-
íûì çàïàçäûâàíèåì

ẋ + x =

0
∫

−T

(

a + b
s

T

)

x(t + s)ds + f(x), T =
1

ε
, 0 < ε ≪ 1. (18)

Â ïóíêòå 7.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Ïóíêò 7.2 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ è ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèêè êîðíåé, ñòðåìÿùèõñÿ ê ìíèìîé
îñè ïðè ε → 0, â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ.

Â ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ ðàçáèðàþòñÿ êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè, è ñòðîÿòñÿ
íîðìàëèçîâàííûå ôîðìû. Â ïóíêòå 7.3 èçó÷àåòñÿ ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà óðàâ-
íåíèÿ (18) ïðè çíà÷åíèè b áëèçêîì ê íóëþ. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Åñëè b = ε2b1, òî íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ (18) èìååò âèä

∂u

∂τ
=

2a + 1

2a2

∂2u

∂r2
+ b1u − f2

∂

∂r
u2 (19)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(τ, r) = u(τ, r + 1),

1
∫

0

u(τ, r) dr = 0.

Àíàëîãè÷íî, åñëè b = εpb1, 0 < p < 2, òî â êà÷åñòâå íîðìàëèçîâàííîé ôîðìû
ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (19) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(τ, r) = u(τ, r +
2π

ω
),

2πω−1

∫

0

u(τ, r) dr = 0.
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Â ïóíêòå 7.4 èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòð b = 2a + εb1 + ε2b2.
Åñëè b1 6= −2, òî íîðìàëèçîâàííîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíûì, ñëåäî-
âàòåëüíî äèíàìèêà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ óðàâíåíèÿ (18) ÿâëÿåòñÿ
î÷åíü ïðîñòîé: âñå ðåøåíèÿ èç íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè ëèáî
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ëèáî ïîêèäàþò ýòó îêðåñòíîñòü. Â ñëó÷àå b1 = −2 ïî-
ñòðîåííàÿ íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà èìååò âèä íåëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ (M(u) � ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè u)

∂u

∂τ
=

2a + 1

2a2

∂2u

∂r2
+

b2

a
u +

2b2

a
M(u) −

−
2f2

a

(

∂u

∂r
M(u) − 2uM(u) − M(u2) + 2(M(u))2

)

ñ äîïîëíèòåëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè: u ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî íà ôóíêöèè exp(iωkr)

u ∈ Lin{exp(iωkr)}∞k=−∞,

ãäå ωk � ýòî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2 + iωk) exp(−iωk) = 2 − iωk.
Â ïóíêòå 7.5 èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà (18) â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå íà áîëüøèõ

ìîäàõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

a < 0, 2a + 1 < 0, b = a ±
1

2

√

−(1 + 4a) + εb1 + ε2b2.

Ïðè b1 6= −1 ∓ 2a
√

−(1 + 4a)−1 íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà ïðèíèìàåò âèä
ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

du

dτ
= −

4a ± 2(1 + b1)
√

−(1 + 4a)

1 + 4a
u + Du|u|2.

Çäåñü u = u(τ, r) ïðè êàæäîì τ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-
öèåé ïàðàìåòðà r ñ ïåðèîäîì 1.

Åñëè b1 = −1∓2a
√

−(1 + 4a)−1, òî ðîëü íîðìàëüíîé ôîðìû â ýòîì ñëó÷àå
èãðàåò óðàâíåíèå

∂u

∂τ
= (d1 + id2)

∂2u

∂r2
+ (d3 + id4)

∂u

∂r
+ (d5 + id6)u + Du|u|2.

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
u(τ, r) = u(τ, r + 1).

Â âîñüìîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû èçó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè-
÷åñêè ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì

ẋ + x = a

0
∫

−T

cos(
σs

T
)x(t + s)ds + f(x), T =

1

ε
, 0 < ε ≪ 1. (20)
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Â ïóíêòå 8.1 ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûäåëåíû êðèòè÷åñêèå ñëó-
÷àè. Â ïóíêòå 8.2 ðàçáèðàåòñÿ äèíàìèêà (20) â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå, âîçíèêà-
þùåì ïðè σ = 2πn. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî íîðìàëèçîâàííàÿ
ôîðìà èìååò âèä áåñêîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìû ÎÄÓ (21).

dξk

dτ
= λk2ξk − 2f 2

2 λk1ξk

∑

m6=0,±n

ξmξ−m
3λk+m,1 − λk1 − λm1

λk+m,1 − λk1 − λm1
−

− 3f3λk1ξk

∑

m 6=0,±n

ξmξ−m.
(21)

Ïóíêò 8.3 ïîñâÿùåí êðèòè÷åñêîìó ñëó÷àþ, âîçíèêàþùåìó ïðè óñëîâèè
σ = (2n − 1)π. Ïîêàçàíî, ÷òî íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà â ýòîì ñëó÷àå èìååò
âèä

∂u

∂τ
=

2a + 1

2a2

∂2u

∂y2
+

1

a2

∂u

∂y
+

π2N 2

a2
(a + 1)u −

2f 2
2 + 3f3

a

d

dy
u||u||2+

+
π4N 4

2a2
J2(u) −

π4N 4

a2
J3(u) −

π2N 2(2f 2
2 + 3f3)

a
J(u||u||2)

(22)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(τ, y) = −u(τ, y + 1),

1
∫

0

cos(πNy)u(τ, y) dy = 0. (23)

Çäåñü îáîçíà÷åíî ||u||2 =
1
∫

0

u2(τ, y)dy, à J(u) � ýòî ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè
u ïî ïàðàìåòðó y, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òåì æå êðàåâûì óñëîâèÿì.

Ïîñëåäíèé, äåâÿòûé ïàðàãðàô ïåðâîé ãëàâû ñîäåðæèò èòîãè, îáîáùå-
íèÿ è ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ è àëãî-
ðèòìîâ äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè óðàâíåíèÿ Ñòþàðòà-Ëàíäàó

ż = [a + b|z|2]z + ceiδz(t − T ). (24)

Ìíîãèå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ðàñïðîñòðàíÿ-
þòñÿ íà áîëåå ñëîæíîå óðàâíåíèå

ż = [a + (−1 + ib)|z|2]z + γ0z(t − T ) + gz2(t − T ). (25)

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû îïèñûâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà
óðàâíåíèÿ, (24) êàê â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî çàïàçäûâàíèÿ, òàê è â ñëó÷àå
áîëüøîãî çàïàçäûâàíèÿ. Â ïóíêòå 1.1 ñòðîèòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå è èññëåäóåòñÿ ðàñïîëîæåíèå åãî êîðíåé. Ïðè áîëüøîì çàïàçäûâàíèè â
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âûäåëåííûõ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòèêà êîðíåé, ñòðåìÿ-
ùèõñÿ ê ìíèìîé îñè.

Â ïóíêòàõ 1.2 � 1.4 èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ ïðè
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè çàïàçäûâàíèÿ. Â ïóíêòå 1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ êðè-
òè÷åñêèé ñëó÷àé îäíîãî ìíèìîãî êîðíÿ, â ïóíêòå 1.3 � êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé
íóëåâûõ êîðíåé, à â ïóíêòå 1.4 ðàçáèðàåòñÿ êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé äâóõ ïàð
÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé.

Â ïóíêòå 1.5 èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèé (24) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
çàïàçäûâàíèè T = ε−1 (0 < ε ≪ 1). Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ a, c è δ

ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî

a = a0 + µa1 (a0 < 0), c = −a0 + µc1, δ = δ0 + µδ1,

ãäå 0 < µ ≪ 1 åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð. Äàëåå â ïóíêòå ïîñëåäîâàòåëüíî
èçó÷àåòñÿ ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà óðàâíåíèÿ (24) â ýòîì ñëó÷àå ïðè óñëîâèÿõ
δ0 = 0, δ0 = π è δ0 6= 0, π, à òàêæå µ = ε2 è µ = ε.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè δ0 = 0, µ = ε2 óðàâíåíèå, èãðàþùåå ðîëü
íîðìàëüíîé ôîðìû äëÿ (24), èìååò âèä êîìïëåêñíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ

∂u

∂τ
= −

1

2a3
0

∂2u

∂r2
+

1

a2
0

∂u

∂r
+ ∆0u + du|u|2, u(τ, r + 1) = u(τ, r). (26)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (25) àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ

∂u

∂τ
= −

1

2a3
0

∂2u

∂r2
+

1

a2
0

∂u

∂r
−

a1c1 − a0iδ0

a0
u −

g

a0
u2, u(τ, r + 1) = u(τ, r).

Ïðè óñëîâèè δ0 = π, µ = ε2 ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ (25) ïðèíè-
ìàåò âèä

∂u

∂τ
= −

1

2a3
0

∂2u

∂r2
+

1

a2
0

−
a1c1 − a0iδ0

a0
u + d|u|2u +

g

2a2
0

u3, u(τ, r + 1) = −u(τ, r).

(27)
Ïðè δ0 6= 0, π è µ = ε2 íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà èìååò âèä (26).
Åñëè µ = ε, òî íîðìàëèçîâàííûå ôîðìû ïðèíèìàþò âèä îäíîïàðàìåòðè-

÷åñêîãî ñåìåéñòâà êðàåâûõ çàäà÷, çàâèñÿùåãî îò íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðàω.
Óðàâíåíèÿ â ýòèõ çàäà÷àõ èìåþò òàêîé æå âèä, êàê è ïðè µ = ε2, ìåíÿþò-
ñÿ òîëüêî êðàåâûå óñëîâèÿ. Âìåñòî ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé, êàê â
çàäà÷å (26), ïîÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ

u(τ, r +
2π

ω
) = u(τ, r).

Âìåñòî àíòèïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé, êàê â çàäà÷å (27), èìååì

u(τ, r +
2π

ω
) = −u(τ, r).
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Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû èññëåäóåòñÿ óðàâíåíèå Ñòþàðòà-
Ëàíäàó ñ îòêëîíÿþùåéñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé (0 < ε ≪ 1):

∂z

∂t
= [a + b|z|2]z +

1
∫

0

dr(s) z(t, x + s) + ε2δ2 ∂2z

∂x2
, z(t, x + 1) = z(t, x). (28)

Â êà÷åñòâå òðåõ îñíîâíûõ ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû òàêèå êóñî÷íî íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè r(s), ïðè êîòîðûõ èíòåãðàëüíàÿ ÷àñòü êðàåâîé çàäà÷è (28) ïðèíè-
ìàåò âèä:

1) c

1
∫

0

z(t, x + s) ds; (29)

2)
c

σε

1
∫

0

z(t, x + s) exp(−
s

σε
) ds, σ > 0; (30)

3) c1z(t, x + h), (h > 0). (31)

Â ïóíêòå 2.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ïóíêòå 2.2 èññëåäóåòñÿ
óðàâíåíèå (28) ñ èíòåãðàëüíîé ÷àñòüþ (29). Íàèáîëåå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû
îïèñûâàþòñÿ â ïóíêòàõ 2.3, 2.4 è 2.5, ãäå èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà (28) ñ èíòå-
ãðàëüíîé ÷àñòüþ (30) èëè (31).

Â ïóíêòå 2.3 èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà èíòåãðàëüíàÿ ÷àñòü (28) èìååò âèä
(30). Êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè, âîçíèêàþùèå çäåñü áûâàþò äâóõ òèïîâ: íà ìàëûõ è
áîëüøèõ ìîäàõ. Â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ íà ìàëûõ ìîäàõ ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà
(5) îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂u

∂τ
= (σ2 + δ2)

∂2u

∂r2
+ a2u + bu|u|2, u(τ, r) = u(τ, r + 1). (32)

Â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ íà áîëüøèõ ìîäàõ, íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà, îïèñû-
âàþùàÿ ëîêàëüíóþ äèíàìèêó óðàâíåíèÿ (28), èìååò âèä ñëåäóþùåé êðàåâîé
çàäà÷è

∂u

∂τ
= −

1

2
d
∂2u

∂r2
+ iθd

∂u

∂r
+ (

1

2
θ2d + a1)u + b(|u|2 + |v|2)u,

∂v

∂τ
= −

1

2
d
∂2v

∂r2
+ iθd

∂v

∂r
+ (

1

2
θ2d + a1)v + b(|u|2 + |v|2)v,

(33)

u(τ, r) = u(τ, r + 2π), v(τ, r) = v(τ, r + 2π). (34)

Çäåñü d � âïîëíå îïðåäåëåííàÿ êîíñòàíòà, äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîòîðîé ïî-
ëîæèòåëüíà.

Â ïóíêòå 2.4 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ ÷àñòü (28) èìååò âèä (31),
ïðè÷åì îòêëîíåíèå àðãóìåíòà h ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, ò.å. h = ε2πh1. Çäåñü òàêæå
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ìîãóò âîçíèêàòü êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè íà ìàëûõ ìîäàõ è íà áîëüøèõ ìîäàõ.
Ïîñòðîåíû óðàâíåíèÿ, èãðàþùèå ðîëü íîðìàëèçîâàííûõ ôîðì â ýòîì ñëó÷àå,
êîòîðûå èìåþò òàêîé æå âèä, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Â 2.5 òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ ÷àñòü (28) èìååò âèä (31),
à h = h0 + εh1. Îêàçûâàåòñÿ, èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÷èñëà h0. Òàê, åñëè h0 èððàöèîíàëüíî, òî ïðîâåñòè
ïîñòðîåíèå íîðìàëèçîâàííîé ôîðìû â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå çàòðóäíèòåëüíî.
Åñëè æå h0 ðàöèîíàëüíî, òî, êàê è âûøå, êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè áûâàþò íà
áîëüøèõ è íà ìàëûõ ìîäàõ. Ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòðîåíèÿ, âî
ìíîãîì ïîâòîðÿþùèå ïîñòðîåíèÿ ïóíêòîâ 2.4 è 2.5.

Â ïóíêòå 2.6 äåëàþòñÿ íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ. Íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî äàæå åñëè â óðàâíåíèè (28) ïàðàìåòð äèôôóçèè δ = 0, òî âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà âñå ðàâíî áóäåò èìåòü âèä êðàåâîé çàäà÷è
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.

Òðåòèé ïàðàãðàô âòîðîé ãëàâû ñîäåðæèò èññëåäîâàíèå íåëîêàëüíîé
äèíàìèêè. Èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè áåãóùèõ âîëí,
ò.å. ðåøåíèé âèäà

z(t) = z0e
iωt.

Â ïóíêòå 3.1 ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé ôèêñèðîâàííîãî âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ.
Èññëåäóåòñÿ, êîãäà ó óðàâíåíèÿ (24) ñóùåñòâóåò áåãóùàÿ âîëíà. Èññëåäóåòñÿ
åå óñòîé÷èâîñòü. Ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ ïðîñòåéøèé êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé �
àíàëîã êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ Àíäðîíîâà-Õîïôà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ
óñëîâèÿõ áåãóùàÿ âîëíà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, è â åå îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ
äâóìåðíûé óñòîé÷èâûé òîð.

Â ïóíêòå 3.2 îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àé áîëüøîãî çàïàçäûâàíèÿ. Îïèñûâàþò-
ñÿ ïàðû z0, ω, êîòîðûå îïðåäåëÿþò áåãóùóþ âîëíó óðàâíåíèÿ (24), ñòðîÿòñÿ
íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ðåøåíèé. Âûäåëÿþòñÿ
êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè, â íèõ êîíñòðóèðóþòñÿ íîðìàëèçîâàííûå ôîðìû, êîòî-
ðûå èìåþò âèä ïàðàáîëè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè.

Â çàêëþ÷åíèè êðàòêî ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû.

Â Ïðèëîæåíèè À îïèñûâàåòñÿ íåëîêàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ Ñòþàðòà-Ëàíäàó.

Â Ïðèëîæåíèè Á ïðèâîäèòñÿ ðàñøèðåíèå ìåòîäà ïîãðàíè÷íûõ ôóíê-
öèé äëÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì.
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