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!
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E(t) = Rk · ei(ωk−ω0) t, Z(t) = Zk,

	�"
�'��' � ���	���	��	�	
�
 ����	�	�' 
�	
������	
 ηk=ωkh1

η − ω0h = −γh
√

1+α2 sin
(
η + arctg(α)

)
, U$V
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3 �� ���� 1.3 ����
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 �� ���	�" � ����	�" �
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'" �
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&
� �	���	�� ����'���' ������� ����	�	���
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�������
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 �������1⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dE

dt
= v(1+iα)EZ + γf,

df

dt
= iΔf + Λ[E(t−h)e−iω0h − f ],

dZ

dt
= Q − Z − (1+Z) |E|2.
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6���� E(t) � f(t) , �
������	�' ��������� =����������
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��� ��:�� ����
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 �� ��� � 	���.�� ����
�
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�� ��' ����	�	�� �  ��� ����	��� ����

x′ = F (x) + ε · Φ (
x, x(s−hε−1)

)
, U9V

��� ε , ����� �
�
:�����	�� ��������� ���� ���
����  ���<�����' � ��!
��"
�� 
� &
��5
�
 ��������� � ���
�� � �� �
:�	�� ��5�	�' � �����
�
������� � ������
�������� �'� �
 �����	'� ���
�
 ���������1

V (s, ε) = V0(τ) + εV1(t, τ) + ε2V2(t, τ) + . . . , U�V

dτ

ds
= 1 + εϕ(t) + ε2ψ(t) + . . . . UZV

X
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����!
��
� ��5�	�� ������� 0*; 7	����
�
 ���&��:�	�'8 x′=F (x)� ϕ(t) , ���!
�'�	�' �
��� ����
�������' ��	���'� � 7�����		
�8 ����' t ��' �	
 �

�����	�� ������� U9V ����	���
� t= εs�
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������� 7	����
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 ���&��:�	�'8 x′=F (x)�

3 �� ���� 2.2 ����������' ������ Q, v�1 , 	��&
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(������	�� ���� ������� 7	����
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������������
�� 4 ���
��� ����
���	
��� ��	���� V1 �
 τ �
�������'
����	�	�� ����

ϕ(t) = −γ
√

1+α2 sin

(
ω0h +

0∫
−h

ϕ(t+r)dr + arctg(α)

)
, U]V
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3 �� ���� 2.3 � ������' &
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	������ Q ������
������� ������ 6���� ������� 7	����
�
 ���&��:�	�'8
x′=F (x) '��'���' �
	��������	
� � ����� �
	��	��� 	����&�" ����
����!
���" ��5�	��� ��������� c �
�
��" 
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���
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��� � �����<!
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 ����� ��� �	
�����	
� �
��
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&�'5� � ������ Q�11⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c′(t) = v

(
1

c(t)
− c(t)

)
+ γ cos

(
ω0h +

0∫
−h

ϕ(t+r)dr

)
c(t−h) ,

ϕ(t) = vα

(
1

c2(t)
− 1

)
− γ sin

(
ω0h +

0∫
−h

ϕ(t+r)dr

)
c(t−h)

c(t)
.

U�V

6���� ������	� c "�������� ��� ����
�������� ��5�	�' ������� 7	����
�

���&��:�	�'8� ������� U�V ��� ���
�	�	��  ���	�

E(t)=c(t)eiθ(t), ��� θ ′(t)=ϕ(t),

�
������� ����������	�� � &
��� ��
��
� ����1

dE

dt
= v(1+iα)

(|E|−2−1
)
E + γe−iω0hE(t−h). UXV

�
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��� �
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�
 ����	�	�'

λ2 + 2λγ cos ηk(1−e−λh) + γ2(1−e−λh)2+

+2(v−γ cos ηk)[λ + γ(cos ηk−α sin ηk)(1−e−λh)] = 0.
U�
V

3 ������ cos ηk=1 ��' �
�� � ���������	�� �����	��� ����	�	�� U�
V
��
����' � �����<.�� ��
��
� �
�
���	
���1[

λ + γ(1−e−λh) = 0 ,

λ + γ(1−e−λh) + 2(v−γ) = 0 .
U��V
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�� � ���������	��
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2
�� � ��	�����	
� 5���	
� ��	�� U� �
�	
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 2πV �
��������' ���
ηk=− arctg(α)� *
����
�	�� ���
���� �� ���
����
��� '��'���' �����<.�'

�	��	�� �� ���
� ηk=− arctg(α) 
 γ ≤ γ1 = v√
1+α2

� �	��� ��� �	��
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(�� h→∞ �
:	
 ������� 
� ������� ����	�	�� U�V � 
�
&��:�	�< ����⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−v

(
1

cn+1
− cn+1

)
= γ cos (Ω + θn+1 − θn) cn ,

−m + vα

(
1

c2
n+1

− 1

)
= γ sin (Ω + θn+1 − θn)

cn

cn+1
,

U�$V

��� m 
&
 	���	
 
�	
 � ��5�	�� ���	���	��	�	
�
 ����	�	�' U$V�
Q��� 	�����	�� ���
��' ��
�����
�'�� 	�����	���� c2

0>c2
bnd� ���

c2
bnd =

2

γ2

[√
(v2(1+α2) + αvm)2 + (vm)2 − (v2(1+α2) + αvm)

]
,

�
 ���	����		�� �������
�
� =�
� ��	�������
� ������� &���� 	��
���:!
	�' �
���

c2
∗ =

v2(1+α2) + αvm + v
√

γ2(1+α2) − m2

v2 + (m+αv)2 − γ2 ,

θ∗ = arctg(α) + arcsin

(
m

γ
√

1+α2

)
− arccos

(
v

γ

[
1 − 1

c2∗

])
,

��� θ∗ = lim
n→∞(θn+1 − θn)�

+��&
��� �	�����	�� ������ θ∗→0, m→0 �

���������� �
�� � ��	�����!
	
� 5���	
� ��	���
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��� ��	�����	
�
 �
�
�
�
�
 �
��
'	�'� �
����� "�!
��������������
� ����	�	��

(μλ)2 + 2μλ
γ√

1+α2
(1−e−λ) + γ2(1−e−λ)2+

+2

(
v− γ√

1+α2

) [
μλ+γ

√
1+α2(1−e−λ)

]
= 0,

U��V

��� μ=h−1 ���� ����� ��������� 	
 ε=o(μ)� 3 ������ &
��5
�
  ��� ����	�'
��.������� �������� ���
����
��� �
�� � ��	�����	
� 5���	
� ��	���

�	��	�� �� ���
� ηk=− arctg(α) 
 γ < γ2 = 2v
√

1+α2

2+α2 � �	��� ��� �	��

�������
� ��#� 
���
 ���	�	�

������ ��"�
�

������  ��

� $
��� �� γ>γ2 �����
���
 �	���� � �	�	�

����	" �����
����	"  ��
���

^����		
� ������
��	�� ������� U�V �
�� ��
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�� R��� 
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����
������	
�
 ���
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�������	� 
&!
����� � "�
������
� � ��
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� 	�"�
������
� ��	����
�� 0�����	
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�
5��
�

��������� ��:�� �� ���	��� ��:����� � &��������'��� 	�&�<�������
� ������� U�V � �������� � ����	��� 
 ��	
��	� �
����	�	
�
 �
������ ,
��
:	
� ��	�������
� �
��
'	��� �
 	���<.�� ��� �
����
�	
 &
��5�"
������	�" 
&���	
� ��' � � 	�������

%� ��� 2.4 �
��'.�	 � ���	�< �����' v�1 � �
���� T�	��!-
&�'5�� (
!
���
�	 ������
�������� �'� ���� U�V� UZV� � �
�
��� �������������' ��5�	��
������� U�V � ��		
� ��������� 4 ���
��� �� ��5��
��� �

��������<.�"
����	�	�� � ������ ����
�������" U��� �
��� ����
�������"V ��	���� �
!
������ �	�������	
� ����	�	�� ���� U]V � �
������	
� ����	�	��

ξ′ = −a ξ − bk

[
ξ − eih

√
2Qv ξ(t−h)

]
+ i ξ|ξ|2, U�9V

���

a =
1

2
(1+Q), bk =

1

2
γ[cos ηk+α sin ηk], ηk = ωkh.

+����
�� ��5�	�< U�9V �

���������� ����
������
� ��5�	�� ����

E=Rke
i(ωk−ω0)t, Z=Zk

������� U�V� B���� 
&�� 
�� ����	�	�� U�9V 
�������� �
����	�< ��	�����
� 
�����	
��� �
� �	�5	��
 �� 
	��
��� ��:�
� � �
�
��" �

����������
��
�  	���	�� k � ��
�  	���	�� ��������� bk ����	�	�' U�9V�

;��
����
��� 	����
�
 ��5�	�' U�9V 
������'���' ����
�
:�	��� 	� �
�!
�����	
� ��
��
��� �
�	�� "���������������
�
 ����	�	�'

λ = −a − bk

(
1−e−λh+ih

√
2Qv

)
. U��V

*
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�	�� ���
���� ���
����
��� ���
�
 ��5�	�' '��'���'
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�	��	��� ���
� Q>0% 
	 ��
� a>1
2 
 ���	����	 �		
�	&��
� a≥−2bk�

�	��� ��� �	��
 �������
� ��'� 
���
 ���	�	�

������ �����
������
 ��

� $ (
	� ��� �� �����	� ��&��
� �������
� ��)� ��
	" 
�	�

(�� ������
������� &
��5�"  	���	�'" ��������� v  ����� � ���	�' &�!
�������� �
� �	�5	��
 �� 
	��
�� � �����	�" ������� U�9V �
����������'
��
.�� ��� � ��"
�	�" ����	�	�'" U�V � �
�������� � 
������ 
� U�V� 	���:!
	�� �����		�� �	��� � 3 ����	
���� ����
 �
�������' 
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�

 	���	�' ��������� 
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3 �� ���� 2.5 �
����		�� ��	�� �� ������� 	
����� ���� ����	
�'��'
	� ������ �
���� � ������
�� 3  ���	� U�V� UZV ���
�� ����' ��� �����	�
τ1 � τ2� *������' ����� � �

��������� � � �
:�		�� ���
����
�� �
������
������� ����	�	��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ1(t) = −c(t)γ
√

1+α2 sin

( t∫
t0

(
ϕ1(r)−ϕ2(r)

)
dr + arctg(α)

)
,

c′(t) = Λ

[
cos

(
ω0h +

0∫
−h

ϕ1(t+r)dr +

t∫
t0

(
ϕ2(r)−ϕ1(r)

)
dr

)
− c(t)

]
,

ϕ2(t) = Δ − Λ

c(t)
sin

(
ω0h +

0∫
−h

ϕ1(t+r)dr +

t∫
t0

(
ϕ2(r)−ϕ1(r)

)
dr

)
,

U�ZV

��� ������	� c "�������� ��� ����
�������� ��5�	�' ������� 7	����
�

���&��:�	�'8� ������� U�ZV '��'���' ��� �	
�����	
� �
��
� �
���� U�V
��� v, Q�1�

/	��
���	
 � ������ &
��5
� 	������ Q�1 ���"
��� � �������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c′1(t) = v

(
1

c1(t)
− c1(t)

)
+ γ cos

( t∫
t0

(
ϕ2(r)−ϕ1(r)

)
dr

)
c2(t) ,

ϕ1(t) = vα

(
1

c2
1(t)

− 1

)
+ γ sin

( t∫
t0

(
ϕ2(r)−ϕ1(r)

)
dr

)
c2(t)

c1(t)
,

c′2(t) = Λ

[
c1(t−h) cos

(
ω0h +

0∫
−h

ϕ1(t+r)dr +

t∫
t0

(
ϕ2(r)−ϕ1(r)

)
dr

)
− c2(t)

]
,

ϕ2(t) = Δ − Λ sin

(
ω0h +

0∫
−h

ϕ1(t+r)dr +

t∫
t0

(
ϕ2(r)−ϕ1(r)

)
dr

)
c1(t−h)

c2(t)
,

U�]V

��
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�
��< &���� 	� ����� ��� �	
�����	
� �
��
� �
���� U�V ��� Q�1�
6���� ������	� c1 � c2 "�������� �<� ����
�������� ��5�	�' ������� 7	�!
���
�
 ���&��:�	�'8� -�� � ��' ���	����	
� �
���� T�	��!-
&�'5� ���
���
�	�	�� �	��
���	�"  ���	 ������� U�]V �
������� �
�����	�<  �����

⎧⎪⎨
⎪⎩

dE

dt
= v(1+iα)

(|E|−2−1
)
E + γf,

df

dt
= iΔf + Λ[E(t−h)e−iω0h − f ].

U��V

^����		�� �	��� �
�� ������ ��
 ��	����� U�]V 
�� ������' ��.�����	!
	
 ��
.�� ��� U�V� 3 �������" �
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3 �� ���� 2.6 � ���<��' ��������� �
��� ��������� ��������������" �
!
����� ��	'<��' � ����	��� �����	�� �
���:�����	�� �� ������� �
����	�
� ������� �
��� ��������� �
���:�� &����
 
��������<.�� �
�����'<.���

(���� ��������� �
���� T�	��!-
&�'5� U�V ���<� ���

γ = γ0+γ1 sin(tε−2), h = h0+h1 sin(tε−2), α = α0+α1 sin(tε−2),

v = ε−1[v0+v1 sin(tε−2)], Q = ε−1[q0+q1 sin(tε−2)].

(
�� �'�� � �
:�		�� ���
����
�� � �

��������<.�" ���
��� �� ��5�!
�
��� �
����� �����<.�� ����	�	��1

ϕ(t) = −1

π

1∫
−1

γ0+γ1r√
1−r2

√
1+α2

2 sin

(
ω0h(r) + arctg(α2) +

0∫
−h(r)

ϕ(t+u) du

)
dr ,

U�XV
���

α2 = α0 +
α1v1

2v0
, h(r)=h0+h1r.

�9



3 ������ v1=γ1=α1=0 =�
 ����	�	�� ���
.����'1

ϕ(t) = −γ
√

1+α2 1

π

π/2∫
−π/2

sin

(
ω0(h0+h1 sin r) + arctg(α)+

+

0∫
−h0−h1 sin r

ϕ(t+u) du

)
dr .

U$
V

(�� ���
�	�	�� 	��
�
��" ��������		�" ���
��� ��5�	��� ����	�	�' U$
V
'��'���' �
��
'	�� ���	
����' ϕkε� &�� �
� � �
��
'		
�� ��5�	�< ϕk ����!
	�	�' U]V� (�� �
����
�	
 ����" ε �����
	��	�� ��5�	�' ��� �	
�����	�"
�
�� U]V � U$
V ϕk � ϕkε ���
����� � 	����
����� 
�	
�����		
�

(���� ��������� ������� U�V ���<� ������ ���

γ = γ0 + γ1 sin(tε−2), h = h0 + h1 sin(tε−2), α = α0 + α1 sin(tε−2),

v = v0 + v1 sin(tε−2), Q = ε−1[q0+q1 sin(tε−2)].

*������' � �

��������� � 
����		
� ���
���
�� �
����� ������� ����	�	��
����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c′(t) = v0

(
q0

c(t)
−c(t)

)
+

+
1

π

1∫
−1

γ0+γ1r√
1−r2

cos

(
ω0h(r) +

0∫
−h(r)

ϕ(t+u)du

)
c(t−h(r)) dr ,

ϕ(t) = p0

(
q0

c2(t)
−1

)
−

−1

π

1∫
−1

γ0+γ1r√
1−r2

sin

(
ω0h(r) +

0∫
−h(r)

ϕ(t+u)du

)
c(t−h(r))

c(t)
dr .

U$�V

6����

p0 = v0α0+
v1α1

2
, h(r) = h0+h1r.

%����
���� ������� U$�V � ������ v1=γ1=α1=0� 3 �����	�" ��"
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3 ��	��	� ����	 � ���<��' ����	�	�' �  ��� ����	��� ��������	
�

����� �
�
��� �������<��' �  �����" �������	�' �� ���	��� ��"	
�
����!
����� ��
�������� 	�������� � ����	��� �� ��� ��� ��&
�
� =�����
		
�
�"����

%� ��� 3.1 �
��'.�	 ������
��	�< &��������� ��
����5��
 ����'�	
�

����	�	�'

dy

dt
= a [ y − y(t−1)] − f(y), U$$V

��� a , ��.�����		�� ��������� (����
�������'� ��
 	���	��	
��� f(y):R→R

����� ���

f(y)=|y|n−1y.

Y�	���' f∈Cn−1(R) � ��� n>1 	�������	
 �������	�������� (�
� �
�	�'

������'���' �����<.�� 
&�� 
�1

f ′(y)=n|y|n−1,

���� ��
 f ′(0)=0�
;��
����
��� 	����
�
 ��5�	�' ����	�	�' U$$V 
������'���' �
�	'�� "�!

��������������
�
 ����	�	�'

λ = a
[
1 − e−λ

]
U$�V

0�����	
� ����	�	�� U$�V ������ ����� �
��	� λ=0� �
�
��� ��� a=1 ���!
	
����' �������	��� T���
 �
�� ��� ���
����
��� 	����
�
 ��5�	�'  ���!
�� U$$V ��� 0≤a<1 � 	����
����
��� ��' a>1�

(��  	���	�'" ��������� a &
��5� ���������
� ������	� a=1 ���
��!
�' 	
�����	�' �
���� 
������<.�' �
����	�< ��	����� ����	�	�' U$$V
	� ������	
� =���
	�	�����	
 ���
����
� ��	�����	
� �	
�

&�� ��� >��
	
�����	�' �
��� ����� ���

ẍ + 2
√

ε

[
1

3
f ′(x) − 1

]
ẋ + 2 f(x) = 0 . U$9V

(
������� ��
 a=1+ ε� ��� ε ���� ����� �
�
:�����	�� ��������� �
�����

&
 	������' �������	���
��	�� �
 7�����		
��8 �����	� s = ε1/2t�

3�
��� ���
�
� T'��	
�� � ���
�
� (
	��'��	� 
&
�	
�������' �����!
<.�� �����:��	���

�	��	��� ��
 ε>0 �������
� �*)� 
���
 ��
��
�����" ���������" +
��%
	�,

����	 ��
��
	

 ���
 ��
	" 
��" ��
 s→∞�
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�
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(������	
�� ����� � 	
�����	
� �
��� �

���������� �������	�� ����
� ����	�	�� U$$V� ��.������� ��' � ��:�� �" "���������������1

Ay=
n−1
√

ε A, Ty=
1√
ε
T.

B���� 
&�� 
�� ��� ε→0 ��������� �
��&�	�� Ay→0� � ����
� Ty→∞�
*���� � ������' �
��������' ����	�	�' U$$V� � �
�
�
� 	���	��	
���

 ������ 
� ���
�
 ��������� μ

dy

dt
= a [ y − y(t−1)] − μf(y). U$�V

(����
����'� ��
 a=1+ ε � μ= εp, p≥0� ���"
��� � �����<.�� ���
���1

• 3 ������ 0≤p<1 ��������� ����	
���5�"�' �
��&�	�� � ����	�	�� U$�V
��������' � 	��< ��� ε→0�

• (�� p≥1 ���
�����" 
���	���		�" ���	
���	
 �
 ε ��5�	�� � U$�V
	��� B���� 
&�� 
�� �
:	
 �
�
���� 
 ���5�
� ���&
� ������'<.��
�
 ���������

3 �� ���� 3.2 �����������<��' 
&
&.�	�' ����'�	
�
 �������	�����!
	
�
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dy

dt
= a

[
y − y(t−1)

] − F (y). U$ZV

6���� y(t): R→C , �
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��
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����' � ��
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!
��� ��������
� a1, a2  ������' ����	�	���

a1 = a2 ctg(a2). U$]V
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�
 ��5�	�' ����	�	�' U$ZV ,
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{S: a1≤a2 ctg(a2), |a2|≤π}.
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����	
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 ��5�	�' ��� ���
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ż = γz + βFn(ze
λt)e−λt , U$�V

��� ��	���' z(t) �
������	
 	��	�� Fn , ������ 	�	����
� ���	 �� �
:�	�'
F (y) � �'� � 
�����	
��� 	��'� 3 �����'" n=2 � n=3 ��	���' Fn '��'���'
�

��������		
 &���	��	
� � �����	��	
� �
��
�1

F2(y) = F2(y, y), F3(y) = F3(y, y, y).

(�������� ����	�	�' U$�V ���<� ���

β =
1

1−a∗
, γ =

λb

a∗−|a∗|2 .
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� ������ F (y)=Fn(y)=|y|n−1y ��	����� ������� U$�V �
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������'���' ����	�	��� 
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������	
 ρ=|z|
ρ̇ = _eγ · ρ − _eβ · ρn. U$XV

R��������' ���� ����� ��� ���	�  	��� ������	
� _eγ � =�
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